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Mð �¦u

Trong lþ thuy¸t �ành t½nh c¡c h» �ëng lüc, b i to¡n ên �ành v  ên �ành

hâa câ vai trá r§t quan trång. Sü nghi¶n cùu b i to¡n ên �ành h» thèng �¢ trð

th nh mët h÷îng nghi¶n cùu khæng thº thi¸u trong lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh

vi ph¥n, lþ thuy¸t h» thèng v  ùng döng.

T½nh ên �ành l  mët trong nhúng t½nh ch§t quan trång cõa lþ thuy¸t �ành

t½nh c¡c h» �ëng lüc v  �÷ñc sû döng nhi·u trong c¡c l¾nh vüc cì håc, vªt

lþ to¡n, kÿ thuªt,... Nâi mët c¡ch h¼nh t÷ñng, mët h» thèng �÷ñc gåi l  ên

�ành t¤i tr¤ng th¡i c¥n b¬ng n o �â n¸u c¡c nhi¹u nhä cõa c¡c dú ki»n ho°c

c§u tróc ban �¦u cõa h» thèng khæng l m cho h» thèng thay �êi nhi·u so

vîi tr¤ng th¡i c¥n b¬ng �â. Sü nghi¶n cùu b i to¡n ên �ành h» thèng �÷ñc

bt �¦u tø cuèi th¸ k� XIX bði nh  to¡n håc V. Lyapunov v  �¸n nay �¢ trð

th nh mët h÷îng nghi¶n cùu khæng thº thi¸u trong lþ thuy¸t ph÷ìng tr¼nh

vi ph¥n, lþ thuy¸t h» thèng v  ùng döng. Tø nhúng n«m 60 cõa th¸ k� XX,

song song vîi sü ph¡t triºn cõa lþ thuy¸t �i·u khiºn v  do nhu c¦u nghi¶n

cùu c¡c t½nh ch§t �ành t½nh cõa h» thèng �i·u khiºn, ng÷íi ta bt �¦u nghi¶n

cùu t½nh ên �ành c¡c h» �i·u khiºn d¤ng ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0(0.1) b i

to¡n ên �ành hâa cõa h» l  t¼m h m �i·u khiºn ng÷ñc: u(t, x) = h(t, x) sao
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cho h» �ëng lüc ẋ(t) = f(t, x(t), h(t, x(t))) = F (t, x(t)) l  ên �ành ho°c ên

�ành ti»m cªn t¤i tr¤ng th¡i c¥n b¬ng. Trong c¡c b i to¡n ên �ành hâa têng

qu¡t, h» �i·u khiºn (0.1) th÷íng �÷ñc mæ h¼nh hâa vîi c¡c t¡c �ëng cõa �i·u

khiºn ng÷ñc, cõa c¡c nhi¹u �i·u khiºn v  quan s¡t,... Nh÷ vªy möc �½ch cõa

v§n �· ên �ành hâa mët h» thèng �i·u khiºn l  t¼m c¡c h m �i·u khiºn ng÷ñc

sao cho h» thèng �¢ cho ùng vîi �i·u khiºn �â trð th nh h» thèng ên �ành

�÷ñc t¤i tr¤ng th¡i c¥n b¬ng. Cì sð to¡n håc cõa b i to¡n ên �ành hâa l  lþ

thuy¸t ên �ành Lyapunov. Düa tr¶n nhúng k¸t qu£ �¢ bi¸t cõa t½nh ên �ành

Lyapunov ng÷íi ta �¢ nghi¶n cùu, ph¡t triºn v  ùng döng v o gi£i b i to¡n

ên �ành hâa c¡c h» thèng �i·u khiºn.

Nëi dung cõa b£n luªn v«n �÷ñc tr¼nh b y trong hai ch÷ìng.

Ch÷ìng 1 tr¼nh b y cì sð to¡n håc h» ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n �i·u khiºn,

ph÷ìng ph¡p h m Lyapunov trong lþ thuy¸t ên �ành, b i to¡n ên �ành hâa

v  c¡c bê �· li¶n quan.

Ch÷ìng 2 tr¼nh b y b i to¡n h» ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n phi tuy¸n câ tr¹, h»

ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n phi tuy¸n ætænæm câ tr¹, h» ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n phi

tuy¸n khæng ætænæm câ tr¹.
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Mët sè kþ hi»u vi¸t tt
R+ Tªp hñp c¡c sè thüc khæng ¥m.

Rn Khæng gian Euclid n chi·u.

< x, y > ho°c xTy T½ch væ h÷îng cõa 2 v²ctì x, y.

‖x‖ Chu©n v²ctì Euclid cõa x.

Rn×r Khæng gian c¡c ma trªn n× r chi·u.

AT Ma trªn chuyºn và cõa A.

I Ma trªn �çng nh§t.

λ(A) Gi¡ trà ri¶ng cõa A.

λmax(A) = max{Reλ : λ ∈ λ(A)}.

η(A) Chu©n phê cõa ma trªn �÷ñc x¡c �ành bði:

η(A) =
√
λmax(ATA).

µ(A) �ë �o cõa ma trªn A x¡c �ành bði :

µ(A) =
1

2
λmax(A+ AT ).

L2([0, t],Rn) Khæng gian kh£ t½ch bªc 2 tr¶n [0, t] gi¡ trà trong Rn.

A ≥ 0 Ma trªn x¡c �ành khæng ¥m.

A > 0 Ma trªn x¡c �ành d÷ìng.

C([−h, 0],Rn) Khæng gian c¡c h m li¶n töc tr¶n [−h, 0] gi¡ trà trong Rn.

‖xt‖ = sups∈[−h,0]‖x(t+ s)‖.

BM+(0,∞) Tªp hñp c¡c h m ma trªn x¡c �ành khæng ¥m

v  bà ch°n tr¶n [0,∞).

3



Ch÷ìng 1

Cì sð to¡n håc

Ch÷ìng n y tr¼nh b y mët sè ki¸n thùc cì sð to¡n håc v· h» ph÷ìng tr¼nh

vi ph¥n �i·u khiºn, ph÷ìng ph¡p h m Lyapunov, b i to¡n ên �ành hâa v 

c¡c bê �· bê trñ. Nëi dung ch÷ìng n y �÷ñc tr¼nh b y tø t i li»u [1], [2].

1.1 H» ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n �i·u khiºn

H» ph÷ìng tr¼nh �i·u khiºn mæ t£ bði ph÷ìng tr¼nh vi ph¥n hay ríi r¤c

d¤ng:

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0,

x(k + 1) = f(k, x(k), u(k)), k = 0, 1, 2, ...

trong �â x(t)(x(k)) ∈ Rn l  v²ctì tr¤ng th¡i, u(t)(u(k)) ∈ Rm, n ≥ m, l 

v²ctì �i·u khiºn v  h m f(t, x, u) : R+×Rn×Rm → Rn. C¡c �èi t÷ñng �i·u

khiºn trong c¡c mæ h¼nh �i·u khiºn h» �ëng lüc �÷ñc mæ t£ nh÷ nhúng dú

li»u �¦u v o câ t¡c �ëng quan trång, ð mùc �ë n y ho°c mùc �ë kh¡c, câ thº

l m £nh h÷ðng �¸n sü vªn h nh �¦u ra cõa h» thèng. Nh÷ vªy, ta hiºu mët
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h» thèng �i·u khiºn l  mët mæ h¼nh to¡n håc �÷ñc mæ t£ bði ph÷ìng tr¼nh

to¡n håc biºu thà sü li¶n h» v o - ra :

u(t)→ ẋ = f(t, x, u) → x(t).

Mët trong nhúng möc �½ch ch½nh cõa b i to¡n �i·u khiºn h» thèng l  t¼m

�i·u khiºn (�¦u v o) sao cho h» thèng (�¦u ra) câ nhúng t½nh ch§t m  ta

mong muèn. Thæng th÷íng, vi»c chuyºn mët h» thèng câ �i·u khiºn tø và

tr½ n y sang và tr½ kh¡c câ thº thüc hi»n b¬ng nhi·u ph÷ìng ph¡p d÷îi t¡c

�ëng bði c¡c �i·u khiºn kh¡c nhau. C«n cù v o nhúng möc �½ch cö thº cõa

h» thèng �¦u ra ng÷íi ta x¡c �ành c¡c b i to¡n �i·u khiºn kh¡c nhau: b i

to¡n �i·u khiºn �÷ñc, b i to¡n ên �ành hâa, b i to¡n �i·u khiºn tèi ÷u, v.v...

Trong luªn v«n n y chóng ta ch¿ x²t b i to¡n ên �ành hâa.

1.2 B i to¡n ên �ành hâa

B i to¡n ên �ành hâa l  b i to¡n ên �ành (ên �ành Lyapunov) c¡c h» �i·u

khiºn. Do �â cì sð to¡n håc cõa b i to¡n ên �ành hâa l  lþ thuy¸t ên �ành

Lyapunov. Düa tr¶n nhúng k¸t qu£ �¢ bi¸t cõa t½nh ên �ành Lyapunov ng÷íi

ta �¢ nghi¶n cùu, ph¡t triºn v  ùng döng v o gi£i b i to¡n ên �ành hâa c¡c

h» thèng �i·u khiºn. T½nh ên �ành l  mët trong nhúng t½nh ch§t quan trång

cõa lþ thuy¸t �ành t½nh c¡c h» �ëng lüc v  �÷ñc sû döng nhi·u trong c¡c l¾nh

vüc cì håc, vªt lþ to¡n,... Nâi mët c¡ch h¼nh t÷ñng, mët h» thèng �÷ñc gåi

l  ên �ành t¤i mët tr¤ng th¡i c¥n b¬ng n o �â n¸u c¡c nhi¹u nhä cõa c¡c dú

ki»n ho°c c§u tróc ban �¦u cõa h» thèng khæng l m cho h» thèng thay �êi
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